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PROPRIE´TE´ DE CONVERGENCE DE CERTAINES
FAMILLES DE FONCTIONS FINEMENT HARMONIQUES ET
RE´GULARITE´ DU NOYAU DE GREEN D’UN DOMAINE FIN
ABDERRAHIM ASLIMANI AND MOHAMED EL KADIRI
Re´sume´. Nous de´montrons une proprie´te´ de convergence de certaines
familles de fonctions finement harmoniques dans un domaine fin U de Rn
(n ≥ 2) et nous l’appliquons pour e´tablir une certaine re´gularite´ du noyau de
Green fin de U .
1. Introduction.
On se place dans un domaine de Green Ω de Rn, c’est-a`-dire un domaine
re´gulier quelconque de Rn si n ≥ 3, ou un domaine de comple´mentaire non
polaire si n = 2. Rappelons que le noyau (ou fonction) de Green de Ω est
une fonction syme´trique G de´finie sur Ω× Ω a` valeurs dans ]0,+∞[ ayant les
proprie´te´s suivantes:
1. G est s.c.i. sur Ω× Ω et continue en dehors de la diagonale de Ω× Ω.
2. Pour tout y ∈ Ω, la fonction G(., y) est un potentiel, harmonique dans
Ω \ {y}.
Toute autre fonction G′ sur Ω × Ω a` valeurs dans ]0,+∞[ posse´dant les
proprie´te´s 1. et 2. est de la forme G′(., y) = ϕ(y)G(., y) pour tout y ∈ Ω, ou` ϕ
est une fonction finie continue et > 0 sur Ω. De plus, comme G est syme´trique,
la fonction G′ est syme´trique si et seulement si ϕ est constante. Si Ω = Rn,
n ≥ 3, alors G est donne´ par G(x, y) = 1
||x−y||n−2
a` la multiplication pre`s par
une constante > 0. La notion de fonction ou noyau de Green a e´te´ e´tendue au
cadre ge´ne´ral des espaces harmoniques de Brelot ve´rifiant l’hypothe`se d’unicite´
par R.-M. Herve´ dans [16].
Soit U un domaine fin de Ω, c’est-a`-dire un domaine au sens de la topologie
fine sur Ω. Rappelons que la topologie fine, de´finie par Cartan en 1940, est
la moins fine des topologies sur Ω qui rendent continues les fonctions surhar-
moniques dans Ω (pour plus de de´tails sur cette topologie on renvoie a` [10,
Chapter 1] et [5]). Pour tout y ∈ U , on note GU(., y) la fonction de´finie sur
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U \ {y} par GU(., y) = G(., y) − R̂
∁U
G(.,y). Cette fonction est finement surhar-
monique ≥ 0 dans U \ {y}, et le point y est polaire, donc elle se prolonge
par continuite´ fine a` U en une fonction finement surharmonique sur U , note´e
encore GU(., y). La fonction (x, y) 7→ GU(x, y) de´finie sur U × U est appele´e
un noyau de Green fin de U . D’apre`s [12, The´ore`me, p. 203], pour tout y ∈ U ,
GU(., y) est un potentiel fin dans U et tout potentiel fin dans U finement har-
monique dans U \ {y} est de la forme α(y)GU(., y), ou` α(y) est une constante
> 0 ne de´pendant que de U et de y.
On peut alors se demander si le noyau de Green fin GU de U est re´gulier
dans le sens ou` GU finement s.c.i. dans U × U et finement continue en dehors
de la diagonale de U × U . Dans le cas classique d’un domaine euclidien de
Rn, la proprie´te´ 2. d’un noyau de Green de Ω est une conse´quence du principe
de Harnack pour les fonctions harmoniques positives dans Ω. Or le principe
de Harnack n’est pas satisfait par les fonctions finement harmoniques dans un
domaine fin. Toutefois ces fonctions posse`dent une proprie´te´ de convergence
voisine. C’est cette proprie´te´ qui va nous permettre de re´pondre a` la ques-
tion souleve´e ci-dessus. Plus pre´cisemment, nous e´tablissons une proprie´te´ de
convergence pour les suites et les familles de fonctions finement harmoniques
uniforme´ment finement localement borne´es, et graˆce a` cette proprie´te´ et a`
l’aide d’une comparaison entre la topologie naturelle et la topologie fine de U ,
nous montrons que le noyau GU est re´gulier.
Les re´sultats de ce travail sont valables dans le cadre ge´ne´ral d’un P-espace
harmonique de la the´orie axiomatique de Brelot a` base de´nombrable qui sat-
isfait l’axiome (D), l’hypothe`se d’unicite´ et dans lequel la topologie fine est
moins fine que la topologie fine adjointe, pour de tels espaces on renvoie a` [16].
On s’est place´ dans un domaine de Green de l’espace Rn pour des raisons de
simplicite´ seulement.
Notations et de´finitions: Dans tout ce travail on se place dans un domaine
re´gulier Ω de Rn, de comple´mentaire non polaire si n = 2, et on conside`re un
domaine fin U de Ω, c’est a`-dire au sens de la topologie fine de Ω. Le noyau de
Green de Ω est note´ tout simplement G. Nous utilisons le mot fin (finement)
pour distinguer les notions relatives a` la topologie fine de celles relatives a`
la topologie euclidienne de U , c’est-a`-dire la topologie induite sur U par la
topologie usuelle de Rn. Pour toute partie A de U , on note A l’adhe´rence de
A dans Ω en topologie euclidienne et A˜ l’adhe´rence de A dans Ω en topologie
fine. On note f-lim et f-lim inf la limite et la limite inf en topologie fine. On
note aussi S(U) le coˆne convexe des fonctions finement surharmoniques ≥ 0
dans U au sens de [10]. Si f est une fonction sur U a` valeurs dans R, on
note f̂ la re´gularise´e finement s.c.i de f , c’est-a`-dire la plus grande minorante
finement s.c.i de f . Le noyau de Green fin de U est note´ GU . Pour plus de
de´tails sur ce noyau nous renovoyons a` [12].
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2. Proprie´te´ de convergence de familles et de suites de
fonctions finement harmoniques
D’apre`s [6, The´ore`me 3.1, p. 107], il existe une re´solvante absolument con-
tinue (Vλ) de noyaux bore´liens sur U dont le coˆne des fonctions excessives finies
(Vλ)-p.p. est le coˆne S(U). Il en re´sulte d’apre`s [2, Theorem 4.4.6, p. 136] que
S(U) est un H-coˆne standard de fonctions. On le munit alors de la topologie
naturelle [2, Section 4.5, p. 141]. Rappelons que cette topologie est induite sur
S(U) par celle d’un espace vectoriel localement convexe E dans lequel S(U)
est un coˆne convexe saillant et que, pour cette topologie, si un filtre F sur
S(U) est convergent, alors on a limF = supM∈F înfu∈Mu ([2, Theorem 4.5.2]).
De plus, pour cette topologie S(U) est localement compact et admet une base
compacte [6, Corollaire 2, p. 110].
Lemme 2.1. Soit x0 ∈ U . Alors il existe un voisinage fin de x0 compact
V ⊂ U tel que la re´striction de toute fonction u ∈ S(U) a` V est s.c.i (en
topologie euclidienne).
De´monstration. Comme S(U) est un H-coˆne standard de fonctions, il existe
d’apre`s [2, Definition, p. 104 et Theorem 4.4.6] une suite (sn) de fonctions de
S(U) telle que toute fonction s ∈ S(U) est l’enveloppe supe´rieure d’une sous-
suite de (sn). Soit x0 ∈ U , il existe d’apre`s [14, Lemma, p. 114] un voisinage
fin V de x0, compact en topologie euclidienne, tel que la re´striction de toute
fonction sn a` V est continue en topologie euclidienne. On en de´duit donc que
la re´striction de toute fonction s ∈ S(U) a` V est s.c.i. en topologie euclidienne.
The´ore`me 2.2. Soit (hi)i∈I une famille de fonctions finement harmoniques
≥ 0 uniforme´ment finement localement borne´e dans U , et soit F un filtre sur
I. Supposons que la famille (hi) converge selon F vers une fonction h ∈ S(U)
en topologie de S(U). Alors h est finement harmonique dans U et la famille
(hi) converge, selon F , uniforme´ment finement localement dans U vers h.
De´monstration. Quitte a` se placer finement localement et ajouter une con-
stante on peut supposer que 0 ≤ hi ≤ c dans U pour une certaine constante
c > 0 et pour tout i ∈ I. On a limi,F hi = supM∈F înf i∈Mhi = h ∈ S(U)
d’apre`s [2, Theorem 4.5.2]. D’autre part on a c = c− hi + hi, et limi,F hi = h
dans S(U), donc limi,F(c− hi) = c− h dans S(U). Soit x0 ∈ U , alors d’apre`s
le lemme pre´ce´dent, il existe un voisinage fin V de x0, compact en topologie
euclidienne, sur lequel les fonctions înf i∈Mhi, M ∈ F , sont s.c.i en topologie
euclidienne et h est continue en topologie euclidienne. Soit ǫ > 0, comme V
est compact on peut trouver M0 ∈ F tel que h − înf i∈Mhi ≤ ǫ dans V pour
tout M ∈ F contenant M0. On en de´duit que pour tout M ∈ F contenant
M0, on a h− hi ≤ ǫ dans V pour tout i ∈M . En appliquant le meˆme proce´de´
4 ABDERRAHIM ASLIMANI AND MOHAMED EL KADIRI
aux fonctions c − hi, i ∈ I, on peut trouver un voisinage fin W de x0, com-
pact en topologie initiale et contenu dans V , et un ensemble M1 ∈ F , tel que
hi − h < ǫ dans W pour tout M ⊃M1 et tout i ∈ M . On a alors |h− hi| < ǫ
dans W pour tout M ∈ F contenant M0 ∪M1 et tout i ∈M . Ainsi la famille
hi converge uniforme´ment selon F vers h dans W .
Corollaire 2.3. Soit I un ensemble ordonne´ et re´ticule´ a` droite et soit (hi)i∈I
une famille filtrante croissante de fonctions finement harmoniques dans U . Si
(hi) est uniforme´ment finement localement borne´e dans U , alors h = supi hi
est finement harmonique, et (hi) est finement localement uniforme´ment con-
vergente vers h selon le filtre des sections de I.
De´monstration. Il est clair que h = supi∈I hi est finement harmonique dans
U . Soit F le filtre des sections de I. Alors (hi) est convergente selon F vers
la fonction h = supi hi ∈ S(U). Le corollaire re´sulte aussitoˆt du the´ore`me
pre´ce´dent.
Corollaire 2.4. Soit U un ouvert fin de Ω et soit (hn) une suite uniforme´ment
finement localement borne´e (i.e. au sens de la topologie fine) de fonctions
finement harmoniques dans U . Alors on peut en extraire une sous-suite (hnk)
qui converge uniforme´ment finement localement vers une fonction finement
harmonique h dans U .
De´monstration. Quitte a` se placer finement localement et ajouter une con-
stante aux fonctions hn, on peut supposer qu’il existe une constante c > 0
telle que 0 ≤ hn ≤ c pour tout entier n. On peut alors extraire de (hn) une
sous-suite (hnk) qui converge au sens de la tolopologie naturelle de S(U) vers
une fonction finement surharmonique h ≥ 0. Il suffit maintenant d’appliquer
le the´ore`me 2.2 a` la famille (hnk)k et le filtre des voisinages de +∞ dans N.
3. Re´gularite´ du noyau de Green fin
Rappelons que d’apre`s [6, Corollaire 2, p. 110], le coˆne S(U) muni de la
topologie naturelle admet une base compacte. Soit B une base compacte de
S(U) et soit Φ une forme line´aire continue positive sur S(U) de´finissant B,
i.e B = {s ∈ S(U) : Φ(s) = 1}. Pour tout y ∈ U , posons Py =
GU (.,y)
Φ(GU (.,y))
.
L’application ϕ : U −→ B de´finie par ϕ(y) = Py est injective. Nous identifions
U avec son image par ϕ. La topologie induite sur U par celle de B sera appele´e
la topolgie naturelle de U . Cette topologie est inde´pendante de la base B. En
effet si B1 et B2 sont deux bases compactes de S(U), alors B1 et B2 sont
home´omorphes, donc les topologies induites sur U par celles de B1 et B2 sont
identiques.
Nous commenc¸ons d’abord par comparer la topolgie naturelle de U avec la
topologie fine. La proposition suivante et ses deux corollaires ont e´te´ de´montre´s
dans [8].
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Proposition 3.1. ([8, Corollary 3.15]) La fonction U ∋ y 7→ Py ∈ S(U) est
finement continue sur U .
Proof. Soit x0, z ∈ U , x0 6= z, et V un voisinage fin de z tel que x0 /∈ V . Par
le principe de Harnack, on peut trouver un voisinage ouvert W de x0 tel que
(1− ǫ) inf
y∈V
G(x0, y) ≤ inf
y∈V
G(x0, y) ≤ (1 + ǫ) inf
y∈V
G(x0, y)
pour tout x ∈ W . On en de´duit que
(1− ǫ) inf
y∈V
G(x0, y) ≤ înfy∈VG(x0, y) ≤ (1 + ǫ) inf
y∈V
G(x0, y)
x0 et V e´tant arbitraire, on en de´duit que f-lim înfy→z G(., y) = G(., z) dans
U \ {z}, donc partout. Soit U un ultrafiltre sur U plus fin que le filtre des
voisinages fins de z. On a, dans S(U),
G(., z)|U = lim
y,U
G(., y)|U = lim
y,U
GU(., y) + lim
y,U
R̂∁UG(.,y)|U.
D’autre part, on a, pour tout x ∈ U ,
(lim
y,U
R̂∁UG(.,y))(x) = ( sup
M∈U
înfy∈M R̂
∁U
G(.,y))(x) ≤ lim
y,U
R̂∁UG(.,y)(x) = R̂
∁U
G(.,z)(x)
puisque la fonction y 7→ R̂∁UG(.,y)(x) = R̂
∁U
G(.,x)(y) est finement continue sur U .
On en de´duit que s = limy,U GU(., y) ≥ GU(., z) > 0. D’autre part on a aussi
s ≤ limy,U G(., y)|U = G(., z)|U , donc s ∈ S(U). On a e´galement G(., y)−U =
GU(., y) + R̂
∁U
G(.,y)|U , d’ou` par passage a` la limite suivant U :
G(., z)|U = s + lim UR̂
∁U
G(.,y)|U ≥ s+ R̂
∁U
G(.,y)|U,
ce qui prouve que s est un potentiel fin finement harmonique dans U \ {z},
donc de la forme αGU(., z) pour un certain α ∈]0, 1] d’apre`s [12, Theorem, p.
203]. Il en re´sulte que
lim
y,U
Py = lim
y,U
GU(., y)
Φ(GU(., y))
=
s
Φ(s)
= Pz.
On en de´duit finalement que f-limy→z Py = Pz. Ce qui prouve bien la fonction
U ∋ y 7→ Py est est finement continue et termine la preuve. 
Corollaire 3.2. ([8, Corollary 3.15]) La topologie naturelle de U est moins
fine que la topologie fine de U .
La proposition suivante n’est que le (a) de [8, Lemma 3.14].
Proposition 3.3. La fonction g de´finie sur U par g(y) = Φ(GU(., y)) est
finement continue sur U .
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De´monstration. Soient z ∈ U et U un ultrafiltre plus fin que le filtre
des voisinages fins de z. On a lim înfUGU(., y) ≤ lim infU G(., y) ≤ G(., z).
Soit V un ouvert fin tel que V ⊂ V ⊂ U et z /∈ V . Il est clair que la
famille (GU(., y))y∈∁V est localement finement uniforme´ment borne´e dans V ,
donc d’apre`s le the´ore`me 2.2 cette famille converge uniforme´ment finement
localement localement vers GU(., z) dans V puisque pour tout x ∈ U , on a
f − limy→z GU(x, y) = GU(x, z). On en de´duit que limy,U GU(., y) = GU(., z)
dans U \ {z}, donc partout puisque {z} est polaire. Donc limU Φ(GU(., y)) =
GU(., z). Il en re´sulte que f-limy→z g(y) = f-limy→z Φ(GU(., y)) = GU(., z).
Comme z est arbitraire, on en de´duit que g est finement continue sur U .
Lemme 3.4. Soit α > 0. Alors l’ensemble A = {y ∈ U : Φ(GU(., y)) ≥ α} est
compact en topologie euclidienne.
De´monstration. Pour tout y ∈ A, on a Φ(G(., y)|U) = Φ(GU(., y)) +
Φ(R̂∁UG(.,y)|U) ≥ Φ(GU (., y)) ≥ α et donc A ⊂ {y ∈ Ω : Φ(G(., y)|U) ≥ α}.
Or lim infy→z G(., y) = 0 pour tout z ∈ ∂Ω car Ω est re´gulier, donc A est
relativement compact dans Ω. Soit (yn) une suite de points de A qui con-
verge vers y ∈ Ω, alors y ∈ Ω d’apre`s ce qui pre´ce`de. D’autre part on a
G(., yn)|U = GU(., yn)+ R̂
∁U
G(.,yn)
|U pour tout n, et on peut extraire de (yn) une
sous-suite (ynk) telle que les suites (GU(., ynk)) et (R̂
∁U
G(.,yn
k
)|U) convergent dans
S(U). On en de´duit en passant a` la limite quand k → +∞ que G(., y)|U =
limk→+∞GU(., ynk) + limk→+∞ R̂
∁U
G(.,yn
k
)|U , donc limk→+∞GU(., ynk) est fine-
ment harmonique ≥ 0 dans U \{y} puisque G(., y)|U est finement harmonique
dans U\{y}. De plus, on a lim inf R∁UG(.,yn
k
)|U ≥ R̂
∁U
G(.,y)|U et, en re´gularisant, on
obtient limk→∞ R̂
∁U
G(.,ynk )
|U ≥ R̂∁UG(.,y)|U et, par conse´quent, limk→+∞GU(., ynk) ≤
GU(., y). Donc la fonction limk→+∞GU(., ynk) est un potentiel fin dans U , fine-
ment harmonique dans U \ {y}. Il re´sulte alors de [12, Theorem, p.203] que
limk→+∞GU(., ynk) = γGU(., y) pour un certain γ ∈ [0, 1]. On en de´duit que
Φ(GU(., y)) ≥ γΦ(GU(., y)) = limk→+∞Φ(GU(., ynk)) ≥ α, ce qui prouve que
y ∈ A. Donc A est compact en topologie euclidienne.
Avec les notations pre´ce´dentes de´finissons la fonction G1 sur U × U par
G1(x, y) = Py(x).
The´ore`me 3.5. La fonction G1 est s.c.i. sur U×U et continue sur (U×U)\D,
ou` U est muni de la topologie fine, U × U est muni de la topologie produit
correspondante et ou` D est la diagonale de U × U .
De´monstration. La fonction G1 est s.c.i sur U × U d’apre`s le corollaire 3.2
et [8, Proposition 3.2, iii)]. Soient (x0, y0) ∈ U × U tel que x0 6= y0 et α > 0
tel que α < Φ(GU(., y0)). Posons Uα = {y ∈ U : Φ(GU(., y)) > α}. Alors Uα
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est un ouvert fin d’apre`s la proposition 3.3 et on a y0 ∈ Uα. On peut trouver
un voisinage fin W de y0 compact en topologie euclidienne tel que W ⊂ Uα,
et un voisinage V1 de x0 ouvert en topologie euclidienne tels que V1 ∩W = ∅.
Les fonctions G(., y), y ∈ W sont harmoniques dans Ω\W et la fonction G est
continue au point (x0, y0), on peut donc trouver, en vertu de la proprie´te´ de
Harnack, un voisinage ouvert V (dans Ω) de x0 tel que V ⊂ V1 et dans lequel les
fonctions G(.,y)
α
, y ∈ Uα, sont majore´es par une meˆme constante C > 0. D’autre
part on a G1(., y) =
GU (.,y)
Φ(GU (.,y))
≤ G(.,y)
α
pour tout y ∈ W , donc G1(., y) ≤
C
α
dans V pour tout y ∈ W . Soit V le filtre des voisinages fins de y0. Alors
d’apre`s la proposition 3.1, on a limV G1(., y) = G1(., y0) dans S(U). En vertu
du The´ore`me 2.2 et ce qui pre´ce`de on a limV G1(., y) = G1(., y0) uniforme´ment
dans un voisinage fin V2 de x0 contenu dans U \W . On en de´duit que pour
ǫ > 0 donne´, on a
|G1(x, y)−G1(x0, y0)| ≤ |G1(x, y)−G1(x, y0)|+ |G1(x, y0)−G1(x0, y0)| ≤ ǫ
dans le produit U1 ×U2 d’un voisinage fin de x0 et d’un voisinage fin de y0. Il
en re´sulte bien que la fonction G1 est continue en (x0, y0).
Corollaire 3.6. La fonction GU est s.c.i. sur U×U et continue sur (U×U)\D,
ou` U est muni de la topologie fine, U × U est muni de la topologie produit
correspondante et ou` D est la diagonale de U × U .
De´monstration. En effet, on a GU(x, y) = Φ(GU(., y))G1(x, y) pour tout
(x, y) ∈ U×U . La fonction (x, y) 7→ Φ(GU(., y)) est continue sur U
2 d’apre`s la
proposition 3.3. Donc GU posse`de les proprie´te´s requises d’apre`s le the´ore`me
3.5.
Remarque 3.7. Le noyau de Green fin GU de U est finement continu sur U ×U
en tant qu’ouvert fin de R2n. En effet, la fonction GU est se´pare´ment finement
surharmonique ≥ 0, il re´sulte alors de [7, The´ore`me 4.5] que GU est finement
surharmonique sur U2, donc finement continue sur U2.
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